
模拟1 解答

第1题（10分）

已知  矩阵

经初等行变换，得行阶梯形

（1）求  的满秩分解和 

解：

由行阶梯形，主元在第 、  列，故 。

继续化为行最简形：

读出列向量关系（记  为  的第  列）： 。

取两个线性无关列作 ，系数矩阵作 ，得满秩分解 （ ， ）：

验证： 。
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由满秩分解 ，可知 。

先算 。  为 ，故  为 ，其  元为  的第  行与第  行的内积：

得

求逆： ，故

又

代入计算，得

（2）求  的极小范数最小二乘解，其中 

解：

因 ，而 ，方程组不相容。极小范数最小二乘解为：

计算：

此时 ，为  在  上的正交投影。
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（3）写出  的 Smith 标准型

解：

先算

 为对称幂等阵， ，特征值为 。

在域  上：秩为 ，Smith 标准型为

在  上：  含分母，先同乘  化为整数矩阵

。对  施以 初等行、列变换（只做整数加减与换行换列），化为对角形：

第 1 步：将最小非零元  移到  位—— ， ：

第 2 步：以  为 pivot，消去其余第  行、第  列元素：

得
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第 3 步：消去第 、  行（它们由第  行线性表出）：

第 4 步：处理右下角子块。注意到第  行中 ，故 ：

第 5 步： ，消去 ：

对角元 ，满足 ，即为 （亦即 ）在  上的 Smith 标准型。

（4）求 

解：

 对称，特征值为 ，故  的特征值为 。

矩阵函数与特征值同步，  的特征值为 。

Frobenius 范数等于特征值模长的平方和开方：

第2题（10分）

已知
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（1）求  的  分解（  为单位下三角阵，  为上三角阵）

解：

用 Doolittle 方法，主元存入 ，乘数  存入 。

消第 1 列（ ）：

更新后第 2 列主元 。

消第 2 列：

更新后第 3 列主元 。

消第 3 列：

得

验算： 。

（2）利用  分解解 

解：

令 ，下三角回代：
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再令 ，上三角回代：

第3题（10分）

已知

（1）求  的 Jordan 标准型 

解：

第一步：求特征值。 计算特征多项式：

得特征值 （代数重数 ）， （代数重数 ）。

第二步：求各特征值的几何重数。 几何重数 。

对 ：
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对 ：

第三步：确定 Jordan 块。 对每个特征值 ，块的个数由几何重数  决定，各块阶数之和由代数重数

 决定，二者联立确定块结构。汇总：

特征值 代数重数 几何重数 Jordan 块

一个  块 

一个  块 

（ ：恰有一个  阶块；若  则应为两个  阶块。）

第四步：写出 。 取块对角排列（先 ，后 ）：

即 ，其中 ， 。

（2）求  的 Jordan 标准型

解：

第一步：化为标量函数。 令

则 （注意：  是对整体  取对数，不能拆成 ）。

第二步：在 Jordan 块上计算 。 若 ，则 。对  阶 Jordan 块

，
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由（1）， ，故

其中

第三步：化为 Jordan 标准型。  一般还不是标准 Jordan 形——其上超对角元为 ，不是

。因 ，

故  仍对应一个  Jordan 块（  时才可能分裂为两个  块）。

第四步：写出结果。 与（1）中块排列一致，

亦可将  的块排在前面，等价地写为 。

第4题（10分）

设  为次数  的多项式空间，对  定义

（1）求  的一组基与 

解：

设 ，则 ，

故
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T (f(t)) = (tf(t)) +′′ f(1)

R(T ) dimN(T )

f(t) = a + bt + ct +2 dt3 tf(t) = at + bt +2 ct +3 dt4

(tf) =′′ 2b + 6ct + 12dt , f(1) =2 a + b + c + d,
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在标准基  下，逐基向量求像（  表示把  代入  求值）。对每个基向量，分三步：算

、算 、相加得 ，再写出在标准基下的坐标。

（ ）： ， ； ； ，坐标

。

（ ）： ， ； ； ，坐标 。

（ ）： ， ； ； ，坐标 。

（ ）： ， ； ； ，坐标 。

汇总：

坐标分别为 、 、 、 ，第  列为  的坐标，得

对  作行化简：

主元在第  列， ，故 。

由像向量：

得 。一组基为
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：由秩–零化度定理， 。

（题目只要求核的维数，不必解  求  的基向量。若需核的基，可解得

。）

（2）将  的基扩充为  的一组基

解：

，而 （  中最高次项只来自 ，次数不超过 ）。将  添入即得

 的一组基：

（3）求  在基  下的坐标

解：

在基  下，  的坐标即为其系数向量：

验算： 。

dimN(T ) dimN(T ) = n − rank[T ] = 4 − 3 = 1

dimN(T ) = 1

[T ]α = 0 N(T )

N(T ) = span{t − 3}

R(T ) P ​(t)3

R(T ) = span{1, t, t }2 t ∈3 / R(T ) T (f) (tf)′′ 2 t3

P ​(t)3

B = {1, t, t , t }2 3

1 − t − t −2 t3 B

1, t, t , t2 3 1 − t − t −2 t3

1, −1, −1, −1( )T

1 ⋅ 1 + (−1) ⋅ t + (−1) ⋅ t +2 (−1) ⋅ t =3 1 − t − t −2 t3


