
模拟3 解答

第1题（10分）

已知

（1）求  的 Jordan 标准型 

解：

第一步：求特征多项式。

特征值 （代数重数 ）， （代数重数 ）。

第二步：求几何重数。

对 ： ，故 。

对 ：

故 。

第三步：确定 Jordan 块。
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A = ​ ​ ​ ​ ​ .
6
0
0

1
4
2

2
4
2

A J

det(λI − A) = (λ − 6) det ​ ​ =(
λ − 4

−2
−4
λ − 2

) (λ − 6)[(λ − 4)(λ − 2) − 8] = (λ − 6)λ(λ − 6) = λ(λ −

λ ​ =1 0 1 λ ​ =2 λ ​ =3 6 2

λ = 0 rank(A) = 2 g ​ =0 3 − 2 = 1

λ = 6

A − 6I = ​ ​ ​ ​ ​ , rank(A −
0
0
0

1
−2
2

2
4

−4
6I) = 2,

g ​ =6 3 − 2 = 1

0 1 1 J ​(0)1

6 2 1 J ​(6)2



（2）求  的 Jordan 标准型

解：

令 ，则 （注意  是对整体  取对

数）。

求导：

在 Jordan 块上计算 。 对  阶 Jordan 块 ，

由（1）， ，故

其中

因 ，  相似于 。

亦可将  的块排在前面，等价地写为 。

第2题（10分）

设  为次数  的多项式全体构成的线性空间。对任意 ，定义线性变换
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（1）求  的基与 

解：

在标准基  下，逐基向量求像：

故

（约去非零常数因子）。

三个向量线性无关，故

求核：设 ，则

得 ， ，  任意。故

（亦可用秩–零化度定理验证： 。）

（2）将  的基扩充成  的一组新基

解：

 的基  已是  中三个线性无关向量。因 ，再添加一个与它们

无关的向量即可。

注意到 （  的像最高次数为 ），故取
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T (1) = 0, T (t) = 1, T (t ) =2 2 + 2t, T (t ) =3 3t +2 6t.

R(T ) = span{1, 2 + 2t, 3t +2 6t} = span{1, t + 1, t +2 2t}

R(T ) 的一组基为 {1, t + 1, t +2 2t}, dimR(T ) = 3.
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为  的一组新基。

（3）求  在（2）中所求新基下的坐标

解：

设

比较系数：

解得 。

（即 。）

第3题（10分）

设  为次数  的多项式全体构成的线性空间。对任意 ，定义内积

（1）求多项式  的长度

解：

在  上，  为奇函数，积分为 ，故
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（2）记 ，求 

解：

设 ，则 ，即

展开并利用奇函数在  上积分为 ：

即 。该方程有  个自由未知量，故 。

取两组无关整数解：

  ；

  。

可验证 ， ，且  线性无关。

第4题（10分）

在线性空间  中有下列  个向量：

令 ， 。

（1）证明：

解：

先将  表为  的线性组合：
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故 ， 。

按列优先向量化后，证  即可。设

得方程组

对增广矩阵作行化简：

出现矛盾行 ，方程组无解。

故 。

（2）判别  是否是直和，并说明理由

解：

（  线性无关）。

考察 ：设 ，向量化后

行化简得 ，故 。

又 ，且 ，故

α ​ −2 α ​ =1 ​ ​ =(
1
3

0
0

) α ​,3

V = span{α ​,α ​}1 2 dimV = 2

β ​ ∈2 / span{α ​,α ​}1 2

β ​ =2 x ​α ​ +1 1 x ​α ​,2 2

​ ​ ​ ​ ​ =

1
0
1
2

2
3
1
2

(
x ​1

x ​2
) ​ ​ ​ .

1
1
1
1

​ ​ ​ ​ ​ ⟹

1
0
1
2

2
3
1
2

1
1
1
1

​ ​ ​ ​ ​ ,

1

0

0

0

0

1

0

0

​

3
1

​

3
1

− ​

3
1

− ​

3
1

0 = − ​

3
1

β ​ ∈2 / V

V + W

dimW = 2 β ​,β ​1 2

V ∩ W x ​α ​ +1 1 x ​α ​ =2 2 y ​β ​ +1 1 y ​β ​2 2

​ ​ ​ ​ ​ ​ ​ ​ ​ =

1
0
1
2

2
3
1
2

−1
−1
−1
−2

0
0

−1
−1

x ​1

x ​2

y ​1

y ​2

​ ​ ​ .

0
0
0
0

x ​ =1 x ​ =2 y ​ =1 y ​ =2 0 V ∩ W = {0}

dimV + dimW = 2 + 2 = 4 = dimR2×2 V ∩ W = {0}

V + W = R  为直和, V ⊕2×2 W = R .2×2


